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TWIERDZENIE FRISCHA-WAUGHA-STONE’A
A PYTANIE RUTKAUSKASA

Zagadnienia, ktore zostang tutaj poruszone, przedstawiono m.in. w pracach [1],
2], [3], [4], [5], [6].

Konferencje i seminaria naukowe sprzyjaja stawianiu pytan, na ktore odpowie-
dzi padajg po paru, a nawet parunastu latach. Tak bylo z pytaniem i odpowiedzia,
jakie zadat Rutkauskas (patrz [3], s. 278-283.)

Na konferencji naukowej ekonometrykéw w Zakopanem profesor Rutkauskas
z Litewskiej Akademii Nauk postawil nastepujace pytanie:

Zalozmy, ze:

1) dochoéd narodowy ro$nie liniowo: D, = 6t + 0
D

4

2) dochod ksztattuja zjawiska I, oraz M, ,

3) gospodarka rozwija si¢ w sposdb zrownowazony (nie ma przypadkow znacza-
cych bledéw gospodarczych, razacej niegospodarnosci itp.)
Jak wyjasni¢ i matematycznie opisa¢ parametr o, ?
Na konferencji miata miejsce ciekawa dyskusja. Jaka jest prawidlowa odpo-
wiedz na to pytanie? Zatozmy, ze zachodzi relacja:

Dt=a11t+a2M,+ﬂ1t+a3 +Ut’ (1)
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oraz, ze I, i M, maja podobnie jak dochdd trendy liniowe:

I, =6,t+8y0+1, ©)

Mz:521t+520+M:: (3)

przy czym trendy rozpatrujemy z doktadnoscia do sktadnika losowego.
Woéwezas prawidtowa odpowiedz matematyczna jest nastepujaca:

51 = 511051 +5210!2 +ﬁ1~ “4)

Ekonomiczna interpretacja tego zapisu jest nastepujaca:

Dynamika dochodu narodowego jest srednia wazona dynamiki inwestycji
i zatrudnienia skorygowang parametrem, mierzacym efekt inercji dochodu narodo-
wego. Przy czym wagami sa odpowiednio parametry, mierzace efektywnos¢ inwe-
stycji i zatrudnienia.

W przypadku wigkszej liczby wptywajacych czynnikow (i =12,..., k) uogol-
nienie ma postac:

k
o1=2Xona; + . )

i=1

Tak wigc dynamika dochodu narodowego wynika z dynamiki zjawisk ksztattu-
jacych dochod (5 i, =12, k), z ich efektywnosci (0-’1'» i=12,., k) oraz
inercji gospodarki. Aby zmierzy¢ wplyw inercji, nalezy wprowadzi¢ zmienna cza-
sowa do zbioru argumentéw funkcji dochodu narodowego. Role czasu w opisie
matematycznym funkcjonowania gospodarki przedstawiono w ksiazce [5]. Obec-
no$¢ argumentu czasu przy opisie dochodu narodowego jest nieodzowna. Okazuje
sig, ze obok efektywnosci, zatrudnienia i inwestycji duza role w procesie wzrostu
odgrywa inercja gospodarki (podobnie jak w dynamice takich obiektow, jak np.
statki).

Odpowiedz nawiazuje do zasady pigciokata zrodet sit sprawczych: tempus, lo-
cus, homo, casus et fortuna regit factum. Mozemy uznaé, ze przy stalym miejscu
odpowiedz uwzglednia cztery elementy pigciokata: miejsce, zdarzenia, czas, przy-
padek. Pelne objasnienie zmian dochodu narodowego wymagatoby badan ekono-
metrycznych z uwzglednieniem wpltywu cztowieka. Ksztattowanie dochodu naro-
dowego zalezy bowiem od ludzi (sklonno$¢ do oszczedzania, konsumpcji, dyscy-
pliny pracy, itp.)

Relacje (1) migdzy dochodem narodowym a zjawiskami go ksztaltujacymi roz-
patrzymy pod katem sensownosci dla Polski za lata 1989 — 1999. Dane o dochodzie
narodowym, inwestycjach i zatrudnieniu podano w tablicy 1, graficzne przedsta-
wienie trendow tych zmiennych pokazano na rysunkach 1, 2 oraz 3. Widzimy, ze
dochod rosnie liniowo, inwestycje moga by¢ opisane trendem liniowym, natomiast
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zatrudnienie waha si¢. Widoczny jest brak korelacji migdzy dochodem a zatrudnie-
niem, w zwiazku z tym oszacujemy relacje:

Yy =1, + pit+ By +Uy, (6)
Y, =8t +80+Y, (7)
I, =51t+8y0+1, (8)

gdzie U ,,Yt* vy t* sa sktadnikami losowymi.

Tablica 1
Dochéd narodowy, inwestycje i zatrudnienie w Polsce w latach 1989-1999
Rok Y (wminzt) 1, (wminzt) Z, (wtys. osob)
1989 70 501,86 16 883,70 17 558,0
1990 108 219,20 20 159,70 16 484,7
1991 149 186,20 24 715,90 15772,3
1992 205 661,50 33 865,10 15 356,5
1993 301 353,60 47 144,70 15117,5
1994 382 548,40 65 622,00 15 281,9
1995 465 668,10 90 437,70 15324,5
1996 549 444,50 112 813,50 15 841,9
1997 611 552,40 125 954,40 16 249,5
1998 678 631,80 133 160,20 16 267,1
1999 743 620,50 121 362,90 16 008,9

Zrédto: Dane statystyczne GUS.
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Rys. 1. Trend dochodu narodowego w latach 1989 — 1999

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Inwestycje (w min zt)
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Rys. 2. Trend inwestycji w latach 1989-1999

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Zatrudnienie (w tys. os6b)
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Rys. 3. Trend zatrudnienia w latach 1989—-1999

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Oszacowane parametry sa nastgpujace:

Y, =10046516977, + 60 111,68814 ¢ +11090,1088 , ¢ =021, )
Y, =74 43380485 £ +10 202,69333, (10)
I} =14 25580303 ¢ — 883306667 . (11)

(Istotne parametry podkreslono).
Widzimy, ze zachodzi (4), czyli:
74 433,80485 =1,004651697-14 25580303+ 60 111,68814 .
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Powyzsza odpowiedz byla mozliwa na bazie twierdzenia Frischa-Waugha-
-Stone’a przytoczonego i omoéwionego w pracach [3 ], [5].

Twierdzenie Frischa-Waugha

Estymacja parametrow liniowego rownania regresji metoda najmniejszych
kwadratow na podstawie odchylen od trendéw liniowych daje takie same rezultaty,
jakie otrzymuje si¢ po wprowadzeniu do rdwnania zmiennej czasowej ¢.

Szacujac parametry modelu:

k
Yt=2a,~X”+ﬂ1t+ﬂ0+ut (12)

i=1

1 modelu:

M-

Il
—_

Y, =

1

*
a; Xy +u, (13)
otrzymujemy takie same rezultaty, jezeli:

%
Y, =01t+0p+Y;, (14)
oraz
S
Xy =0yt +00; + X, , (15)
gdzie:

Yt* , X : sa odchyleniami od trendow.

W pracy [1, s. 15] wykazano, ze pomigdzy parametrami: J,, 0,;, &,, 3, za-
chodzi zwiazek:

k
o1 = Zlai5i1 + Py
1=

Uogolnienia tego twierdzenia dokonat R. Stone [6], publikujac tekst w 1961 ro-
ku w ,,Przegladzie Statystycznym”, za sprawa prof. Pawlowskiego.

Twierdzenie Stone’a mowi, ze estymatory uzyskane metoda najmniejszych
kwadratow dla regresji jednoczesnej i skorygowanej sa identyczne.

R. Stone przyjmuje funkcje regres;ji jednoczesnej:

Y = [Xle]ij*, (16)
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gdzie Y jest wektorem kolumnowym obserwacji zmiennej endogenicznej; X7 1 X; sa
roztacznymi macierzami obserwacji na zmiennych objasniajacych; y; 1y, sa wekto-
rami kolumnowymi parametrow funkcji regresji; U jest wektorem skiadnikow
losowych.

Funkcje regres;ji liniowej zmiennych X; i X, oznaczamy jako:

X1=X2A+E, (17)
gdzie A jest macierza parametrow funkcji regresji; E jest macierza skladnikow
losowych.

Oznaczajac dalej przez Z roznicg miedzy X i Xp4 (gdzie macierz A zostata

oszacowana klasyczng metoda najmniejszych kwadratow) otrzymamy réwnanie
regres;ji skorygowanej:

Y=Zc+V, (18)

R. Stone wykazal, Ze jezeli parametry y;, ¢ i A zostaly oszacowane za pomoca
klasycznej metody najmniejszych kwadratéw, to zachodzi tozsamosé:

}’1 ZE . (19)

Twierdzenie Frischa-Waugha-Stone’a wydaje si¢ mie¢ fundamentalne znacze-
nie w modelowaniu zjawisk ekonomicznych. W literaturze przedmiotu jest jednak
dosc¢ rzadko eksplorowane.

Zasadno$¢ odpowiedzi na pytanie Rutkauskasa opiera si¢ rowniez na fundamen-
talnym spostrzezeniu zawartym w pigciokacie zrodet sit sprawczych, ktory przed-
stawiono i oméwiono w pracach [2], [3], [4].
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Rys. 4. Uniwersalny pieciokat zrodet sit sprawczych

Zrédto: Opracowanie wiasne.
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Kazdy fakt moze mie¢ zrodio sprawcze w uptywie czasu, w zmianie miejsca,
w zdarzeniach wczesniejszych lub wspotistniejacych lub tez w przypadku. I kazdy
model ekonometryczny zjawiska powinien to uwzglednia¢. Dla danych czasowych
wazna zmienna objasniajaca powinien by¢ czas, a dla danych przekrojowych miej-
sce.

Ignorowanie tego postulatu stanowi jedno z zroédet niepowodzen w aplikacjach
modeli ekonometrycznych.
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