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MODELOWANIE STRUKTURY TERMINOWEJ
STOP PROCENTOWYCH — WYZWANIE DLA EKONOMETRII

1. Modele makroekonomiczne a modele stop procentowych — wprowadzenie

Nie do podwazenia jest teza, iz ekonometria jest tym obszarem nauk ekono-
micznych, ktory wywart najwigkszy wplyw na rozwoj teorii ekonomicznych. Dzie-
je sig tak dlatego, iz narzedzia ekonometryczne shuza do weryfikacji hipotez formu-
fowanych przez teori¢ ekonomii, a czasem wregcz pomagaja w sformutowaniu tych
hipotez.

Makroekonomia jest jednym z obszarow ekonomii, w ktorych udziat narzgdzi
ekonometrycznych jest szczegdlnie istotny. W ostatnich kilkunastu latach w bada-
niach makroekonomicznych obserwuje si¢ zblizenie dwoch podejsc, ktore dawniej
byly traktowane jako odrgbne obszary. Pierwsze podejScie (umownie zwane tutaj
»popytowym”) jako punkt wyjscia zaklada stron¢ popytowa rynku i calej gospo-
darki. W mysl tego podejscia (mocno argumentowanego na gruncie ekonomii Key-
nesowskiej) w krotkim okresie wszelkie zmiany w gospodarce wynikaja ze zmian
w popycie. Drugie podejscie (umownie zwane tutaj ,,podazowym”) jako punkt
wyjScia z kolei zaklada strong podazowa rynku. Zgodnie z tym podejsciem w dtu-
gim okresie wszelkie zmiany w gospodarce zaleza od zmian w podazy.

Oprocz zblizenia powyzszych dwoch podej$¢ dochodzi jeszcze rola polityki
ekonomicznej, a przede wszystkim polityki monetarnej, ktdra (miedzy innymi)
poprzez ksztattowanie stop procentowych wptywa na zjawiska gospodarcze, przede
wszystkim od strony podazowe;j, po czesci wyjasniajac ksztaltowanie sig cykli ko-
niunkturalnych.

Nakre$lona powyzej integracja podejs¢ w badaniach makroekonomicznych,
wraz z dominujaca rola narzedzi ekonometrycznych, po raz pierwszy znalazta swoj
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najpeliejszy wyraz w dwodch fundamentalnych publikacjach Finna Kydlanda

i Edwarda Prescotta, laureatow Nagrody Nobla w dziedzinie nauk ekonomicnych z

2004 r., dotyczacych powiazania polityki ekonomicznej z cyklami koniunktural-

nymi (Kydland, Prescott 1977, 1982). Kydland i Prescott dowiedli, ze wystepuje

niespojnos¢ czasowa sekwencyjnie prowadzonej polityki ekonomicznej, co wynika

z faktu, iz deklarowana przez zarzadzajacych gospodarka w dtugim okresie polityka

ekonomiczna nie jest realizowana, gdyz w migdzyczasie zmieniaja si¢ oczekiwania

podmiotéw (gospodarstw domowych, przedsigbiorstw), dotyczace tej polityki oraz
zmieniaja si¢ sami realizujacy te polityke.

Jesli za$ chodzi o cykle koniunkturalne, to Kydland i Prescott wykazali, ze istot-
na rol¢ odgrywaja tu wahania krétkoterminowe, na ktore wptyw maja inne czynniki
niz popytowe. Tymi czynnikami sa: zmienno$¢ rozwoju technologicznego, a takze
szoki podazowe, wywotane rosnacymi cenami, zwlaszcza ropy naftowej. Warto
dodac, iz w swojej analizie obaj uczeni wykorzystali neoklasyczny model wzrostu,
integrujac w ten sposob teorie wzrostu z teoria cykli koniunkturalnych.

Modelowanie makroekonomiczne zawsze bylo w centrum zainteresowania eko-
nomistow, w tym ekonometrykow. Przede wszystkim dotyczy to wspomnianych
juz modeli wzrostu. W ostatnich kilkunastu latach modelowanie wzrostu gospo-
darczego charakteryzuje si¢ dynamicznym rozwojem. Niewatpliwie duze znaczenie
mialy tu nowe teorie wzrostu gospodarczego, w znakomity sposob rozwijajace
modele klasyczne, przede wszystkim model Solowa (1956). Chodzi tu przede
wszystkim o teori¢ endogenicznego wzrostu, zaproponowana przez Romera (1986).
Wydaje sig jednak, iz w tych klasycznych i nowych modelach wzrostu stosunkowo
niewielkie znaczenie przywiazuje si¢ do zjawisk finansowych, zwtaszcza stop pro-
centowych. Naszym zdaniem istnieja nast¢pujace argumenty, przemawiajace za
integracja modeli wzrostu z modelami stop procentowych:

— jednym z fundamentalnych czynnikoéw wzrostu jest kapitat, za$ popyt na kapi-
tat oraz podaz kapitatu sg funkcjami stopy procentowej;

—  stopy procentowe sg zasadniczym elementem polityki pienigznej, ktora, pro-
wadzona w dlugim okresie, ma istotne znaczenie, jesli chodzi o strong poda-
7zowa, determinujaca wzrost gospodarczy, jak rowniez posrednio wptywa na
strong popytowa.

W tym artykule przedstawimy, zar6wno syntetycznie, jak i kompleksowo, pod-
stawowe modele stop procentowych. W naszym przekonaniu moga by¢ one zinte-
growane z modelami makroekonomicznymi, zwlaszcza z modelami wzrostu.

Kategoria stopy procentowej jest niewatpliwie jednym z podstawowych i naj-
bardziej istotnych parametréow rynku finansowego i catej gospodarki, jednak sam
termin ,,stopa procentowa” jest bardzo ogélny. W teorii i praktyce wystepuje co
najmniej kilka rodzajow stop procentowych, dla ktérych konstruuje si¢ modele.
Przedstawimy je teraz w sposob syntetyczny.

Podstawowa stopa procentowa, ktora podlega modelowaniu, jest to stopa Spot,
inaczej zwana stopa zerokuponowa lub natychmiastowa. Okreslona jest ona w od-
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niesieniu do inwestycji o naktadzie poczatkowym P, wartosci koncowej FV, nie-
przynoszacej zadnych innych przeptywow pienigznych.

Stopa spot okreslona jest nastgpujaco:

1. W przypadku inwestycji ponizej roku (na rynku pienigznym):

FV-P T
= )
P t
gdzie:
t — liczba dni trwania inwestycji,
T — umowna liczba dni w roku (zazwyczaj 360).

2. W przypadku inwestycji trwajacej co najmniej rok (na rynku kapitalowym):

1
= (%)n -1,
gdzie:

n  — liczba lat trwania inwestycji.

Druga podstawowa stopa procentowa, ktdora moze podlega¢ modelowaniu, to
stopa forward, zwana stopa terminowa. Jest to stopa znana w chwili obecnej, lecz
dotyczaca okresu rozpoczynajacego si¢ w przysziosci i trwajacego pewien czas.
Wyznacza sig ja na podstawie dwoch stop spot. Jest ona okre$lona nastepujaco:

1. W przypadku inwestycji ponizej roku (na rynku pieni¢znym):
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m T T
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gdzie
sy — stopa terminowa V-dniowa za S dni,
rs — stopa spot s-dniowa,
l'm — stopa spot m-dniowa (M=s+v),
T — umowna liczba dni w roku (zazwyczaj 360).

2. W przypadku inwestycji trwajacej co najmniej rok (na rynku kapitatowym):

gdzie:

v — stopa terminowa V-letnia za S lat,
rs — stopa spot s-letnia,

lm — stopa spot m-letnia (M=s+V).
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Jesli chodzi o stopy terminowe w przypadku inwestycji dlugookresowe;j, to naj-
czesciej rozpatrywane sg stopy roczne, oznaczane jako rs;. Mozna zauwazy¢ row-
niez, ze formalnie stopa terminowa, dotyczaca okresu rozpoczynajacego si¢ obecnie
(w chwili zerowej), jest niczym innym jak stopa Spot.

W teorii stop procentowych wyrdznia si¢ jeszcze stopy chwilowe. Sa to gra-
niczne stopy spot i forward, dotyczace nieskonczenie krotkich okresow, okreslone
nastgpujaco:

— chwilowa stopa natychmiastowa (instantaneous spot rate), inaczej zwana stopa,
krétkoterminowa (short rate):

rit) =lim r,
t—0

—  chwilowa stopa terminowa (instantaneous forward rate), okreslona dla dowol-
nego momentu w przysztosci:

r¢s,t) =lim rg,.
t—>0 7

Zauwazy¢ mozna rowniez, ze chwilowa stopa terminowa wyznaczona dla chwi-
li obecnej, czyli okresu zerowego, jest niczym innym jak chwilowa stopa natych-
miastowa (Spot).

W praktyce wlasciwie zadna z powyzszych stop nie jest obserwowana bezpo-
srednio. Do okreslenia stop spot, a nastepnie na ich podstawie stop forward, wyko-
rzystywane sa stopy procentowe obserwowane bezposrednio na rynku. Zaliczamy
do nich:

—  w przypadku okreséw krotszych niz rok: stopy rynku miedzybankowego (np.
WIBOR, LIBOR, Euribor), stopy rentownosci bondéw skarbowych, stopy
transakcji repo na rynku pienigznym i stopy kontraktow swap;

—  w przypadku okreséw dtuzszych: stopy dochodu obligacji, czyli Yield To Ma-
turity (YTM).

Przy tym stopy krotkookresowe sa dane jako stopy zerokuponowe, a wigc de-
terminuja bezposrednio stopy Spot (przynajmniej w odniesieniu do podstawowych
okresow). Z kolei stopy dlugookresowe otrzymywane sa na podstawie obligacji
kuponowych (z odsetkami), a wigc musza by¢ odpowiednio transformowane w celu
uzyskania stop spot. Problem ten jest przedmiotem rozwazan w dalszej czgsci tego
artykutu. Dodajmy tu jeszcze, ze pewnym przyblizeniem chwilowej stopy natych-
miastowej jest stopa jednodniowa typu overnight, okreslona na rynku miedzyban-
kowym.

Najwazniejszym problemem w teorii stop procentowych jest zagadnienie struk-
tury terminowej stop procentowych (term structure of interest rates), zwane row-
niez zagadnieniem krzywej dochodowos$ci lub krzywej stopy dochodu (yield
curve). Struktura terminowa stop procentowych jest to zalezno$¢ stop procento-
wych (zwlaszcza stop dochodu dluznych instrumentéw finansowych) od terminu
do wykupu, czyli od dlugosci okresu inwestycji. Przyktadowa posta¢ krzywej do-
chodowosci przedstawiona jest na rysunku 1.
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B Stopa dochodu
A

Termin do wvkupu
Rys. 1. Krzywa dochodowosci

Zrédto: Opracowanie wiasne.

Jak wida¢ na rysunku 1, tutaj krzywa dochodowosci ma posta¢ krzywej rosna-
cej, tzn. im dtuzszy okres, tym wyzsza stopa dochodu (wyrazona w skali rocznej).
Przypadek ten nosi nazwe normalne;j struktury stop procentowych.

Zagadnienie modelowania struktury terminowej stop procentowych jest to za-
sadniczy problem o charakterze teoretycznym i praktycznym. Teoretyczne znacze-
nie tego zagadnienia jest duze, gdyz, po pierwsze, nie zostalo ono rozwiazane
w sposob zadowalajacy, po drugie, modele struktury terminowej stop procento-
wych sa wykorzystywane w wielu innych zagadnieniach teoretycznych, np. w wy-
cenie instrumentow dhuznych i instrumentdéw pochodnych na stopg procentowa.
Rowniez w praktyce znajomos¢ struktury terminowej stop procentowych jest istot-
na, gdyz pozwala na podejmowanie efektywnych decyzji dotyczacych inwestowa-
nia, finansowania i zarzadzania ryzykiem stopy procentowe;j.

Powyzej przedstawiono kilka rodzajow stop procentowych. Wynika z tego, iz
mozna mowi¢ o kilku rodzajach struktury terminowej stop procentowych, czyli
kilku rodzajach krzywej dochodowosci. Do najwazniejszych rodzajow naleza:

1. Krzywa stop spot (spot yield curve). Jest to najwazniejszy rodzaj krzywej.
Mowiac ,struktura terminowa stop procentowych” bez blizszego sprecy-
zowania, ma si¢ na mysli wlasnie t¢ krzywa konstruowana w odniesieniu do
instrumentow skarbowych, czyli wolnych od ryzyka. Otrzymane w ten sposdb
stopy Spot sa wlasnie stopami wolnymi od ryzyka.

2. Krzywa stop forward (forward yield curve). Jest ona otrzymywana na pod-
stawie krzywej stop spot. Teoretycznie mozna wyznaczy¢ bardzo wiele krzy-
wych tego typu, po jednej dla kazdego momentu, od ktérego zaczyna sig okres.
W praktyce jednak rozwaza si¢ tylko jedna krzywa. Powstaje ona przez wy-
branie z kazdej mozliwej krzywej tylko jednej stopy, mianowicie stopy rocz-
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nej. Oznacza to, ze kolejne punkty na krzywej, odpowiadajace odpowiednim
momentom, to stopy terminowe ;.

3. Krzywa stop dochodu obligacji (YTM vyield curve). Ta krzywa jest obserwowa-
na w praktyce, gdyz powstaje na podstawie stop dochodu obligacji (kupono-
wych) wystepujacych na rynku.

4. Krzywa stop dochodu obligacji wycenianych wedtug wartosci nominalnej (par
yield curve). W zasadzie ta krzywa nie jest obserwowana w praktyce, ponie-
waz na rynkach finansowych obligacje zdecydowanie cze$ciej wyceniane sa
z dyskontem lub premia, a nie wedtug warto$ci nominalnej. W teorii krzywa ta
jest wyznaczana, gdyz z kolei na jej podstawie okresla si¢ krzywa stop spot.

5. Krzywa chwilowych stop terminowych (instantaneous forward yield curve).
Ma ona znaczenie teoretyczne do modelowania dynamiki stop procentowych.

Wszystkie powyzsze krzywe wyznacza si¢ najczesciej dla stop dochodu dhuz-
nych instrumentow skarbowych. Sa to zatem stopy wolne od ryzyka. Oprocz tego
krzywe dochodu mozna wyznaczaé dla stop dochodu innych instrumentéw dhuz-
nych. Sa to zatem stopy zawierajace premi¢ za ryzyko, np. za ryzyko kredytowe
emitenta posiadajacego kategori¢ ratingowa BBB. Jesli dla dowolnego momentu
wyznaczy si¢ réznice migdzy stopami dochodu instrumentéw dhluznych emitenta
kategorii BBB a stopami dochodu wolnymi od ryzyka, wowczas otrzymujemy tzw.
strukturg terminowa spreadu kredytowego (term structure of credit spread).

Wszystkie powyzej przedstawione pojecia dotycza poziomu stop procento-
wych. W modelach stop procentowych (podobnie jak w modelach innych in-
strumentéw finansowych, na przyklad akcji czy walut) istotna role odgrywa row-
niez zmienno$¢ (volatility) tych stop. W takiej sytuacji kazda stopa procentowa
traktowana jest jako zmienna losowa, za$ odchylenie standardowe tej zmiennej
informuje o zmienno$ci. Okreslajac dla kazdego momentu to odchylenie standar-
dowe, otrzymuje si¢ nowa konstrukcje, tzw. strukture terminowa zmiennoSci
stop procentowych (term structure of volatility of interest rates). W ten sposob
kazdej krzywej stop dochodu odpowiada krzywa zmiennosci tych stop.

2. Modelowanie struktury terminowej stop procentowych — klasyfikacja

Modelowanie struktury terminowej stop procentowych (a tym bardziej struktury
terminowej zmiennosci stop procentowych) jest jednym z najwazniejszych i naj-
trudniejszych zagadnien w finansach. W teorii powstato i w praktyce stosowanych
jest wiele modeli. Ponizej przedstawimy ich syntetyczna klasyfikacje. Na wstepie
warto dodag¢, iz postuluje sig, aby modele struktury terminowej stop procentowych
spetiaty dwa warunki:

— odzwierciedlaly stopy procentowe wystepujace na rynku, a przede wszystkim
typowe zmiany stop procentowych obserwowane na rynkach finansowych;

— odnosily si¢ do niektorych teorii stop procentowych wypracowanych na grun-
cie finansow.
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Jesli chodzi o pierwszy warunek, to warto zauwazy¢, ze obserwacje historycz-
nych stop procentowych wystepujacych na rynkach finansowych doprowadzity do
wyodrgbnienia kilku prawidtowosci. Sa one nastepujace:

— stopy procentowe w dlugim okresie charakteryzuja si¢ efektem ,,powrotu do
sredniej”, tzn. ,,powrotem’ do pewnego przecigtnego dlugookresowego poziomu;

—  zmiany stop procentowych dotyczacych réznych okresow nie sa z soba bardzo
mocno skorelowane;

—  zmienno$¢ stop procentowych krotkoterminowych jest wigksza niz zmienno$é
stop procentowych dlugoterminowych;

—  wystgpuje skorelowanie migdzy poziomem stop procentowych i zmiennoscia
stop procentowych.

Oprocz tych wymienionych prawidlowosci, badania zmian stop procentowych
doprowadzity do identyfikacji trzech podstawowych rodzajow zmian struktury
terminowej stop procentowych, ktérym na rysunku odpowiadaja zmiany krzywe;j
dochodowosci. Zmiany te sa nastepujace:

—  przesunigcie rownolegle krzywej — w tym wypadku stopy krotkoterminowe,
srednioterminowe 1 dlugoterminowe zmieniaja si¢ (rosna lub spadaja) o tg sa-
ma wartosc;

— zmiana nachylenia krzywej — w tym wypadku stopy krotkoterminowe rosna
(spadaja) o mniej niz stopy $rednioterminowe, za$ te rosna (spadaja) o mniej
niz stopy dlugoterminowe, lub stopy krotkoterminowe rosna (spadaja) o wigcej
niz stopy Srednioterminowe, za$ te rosna (spadaja) o wigcej niz stopy dtugo-
terminowe — krzywa dochodowosci staje si¢ mniej, lub bardziej stroma;

—  zmiana krzywizny krzywej — w tym wypadku stopy krotkoterminowe i dtugo-
terminowe zmieniaja si¢ wigcej lub mniej niz stopy $rednioterminowe — krzy-
wa dochodowosci zmienia swoja krzywizng na wigksza, lub mniejsza.

Okazuje sig, ze te trzy rodzaje zmian traktowane tacznie (np. jednoczesne prze-
sunigcie, zmiana nachylenia i zmiana krzywizny) stanowia zdecydowana czgs¢
(nawet okoto 95%) wszystkich zmian krzywej dochodowosci.

Jesli z kolei chodzi o drugi warunek, tzn. odzwierciedlanie wypracowanych teo-
rii stop procentowych, to nalezy stwierdzi¢, ze pod uwage brane sa nast¢pujace
teorie: teoria oczekiwan, teoria preferencji ptynnosci, teoria preferowanego srodo-
wiska (por. Martellini, Priaulet, Priaulet 2003). Czwarta znana teoria struktury ter-
minowej stop procentowych, mianowicie teoria segmentacji rynku, nie bierze pod
uwagg zaleznosci mig¢dzy stopami procentowymi dotyczacymi roznych okresow, a
zatem nie ma zwiazku z modelami struktury terminowej stop procentowych.

Jak juz wskazano, powstato bardzo wiele modeli struktury terminowej stop pro-
centowych. Modele te maja rozny rodowdd, roézny stopien skomplikowania rozne
koncepcje u podstaw. Analiza modeli proponowanych w literaturze, a rowniez tych
stosowanych w praktyce doprowadzita nas do wyrdéznienia dwoch podstawowych
klas modeli:

1. Modele aproksymacji krzywej dochodowosci.

2. Modele dynamiki stop procentowych.
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Modele aproksymacji krzywej dochodowosci polegaja na wyznaczeniu pewnej
funkcji, ktora przybliza dane empiryczne, tzn. stopy dochodu odpowiadajace pew-
nym okresom. Otrzymana funkcja umozliwia okreslenie stop dochodu dla dowol-
nych okresow. Mozna powiedzie¢, ze sa to w pewnym sensie modele statyczne,
wyjasniajace obecna strukture terminowa stop procentowych.

Modele dynamiki stop procentowych wychodza od pewnego ogolnego modelu,
opisujacego dynamike stop procentowych, a nastgpnie na podstawie danych empi-
rycznych dokonuje si¢ estymacji parametrow. Sa to, jak zreszta nazwa wskazuje,
modele dynamiczne, wyjasniajace zmiany struktury terminowej stop procento-
wych.

Przejdziemy teraz do syntetycznej prezentacji modeli nalezacych do tych dwoch
klas. Jedyny wyjatek uczynimy dla najbardziej rozwinigtych modeli, majacych
u podstaw stochastyczne réwnania rdézniczkowe, ktore przedstawimy nieco szerze;j.

W klasie modeli estymacji krzywej dochodowosci wyr6zni¢ mozna trzy pod-
stawowe rodzaje modeli:

—  bezposrednie;
—  aproksymacji segmentowe;j;
— aproksymacji calej krzywej dochodowosci.

Modele bezposrednie polegaja na wyznaczeniu stop Spot (zerokuponowych) na
podstawie stop dochodu obligacji kuponowych. Zastosowanie ma tu nastgpujace
elementarne rownanie, ktérego dwie strony odzwierciedlaja dwa sposoby wyceny
instrumentow dhuznych za pomoca metody zdyskontowanych przeptywow pienigz-
nych:

o G+t T a+YTV

Po lewej stronie rownania wystgpuja nieznane stopy Spot, za$ po prawej stronie
znane stopy dochodu obligacji kuponowych (ich liczba powinna by¢ réwna liczbie
wyznaczanych stop spot). Wyznaczanie stop Spot polega na rozwiazaniu przedsta-
wionego uktadu réwnan.

Modele aproksymacji segmentowej polegaja na podziale przedziatu czasowe-
go na kilka segmentow, a nastgpnie konstrukeji krzywej dochodowosci na podsta-
wie danych empirycznych dla kazdego segmentu. Przy tym najczgsciej dzieli sig
przedziat czasowy na trzy segmenty, odpowiadajace odpowiednio: stopom krotko-
terminowym (1 dzien — 1 rok), stopom Srednioterminowym (1 rok — 10 lat), stopom
dlugoterminowym (powyzej 10 lat). Jesli zas chodzi o funkcje aproksymujace, to
najczesciej stosowane sa wielomiany lub funkcje wyktadnicze.

Modele aproksymacji calej krzywej dochodowosci polegaja na zastosowaniu
pewnej funkcji opisujacej wszystkie stopy procentowe, przy czym parametry tej
funkcji maja klarowna z praktycznego punktu widzenia interpretacje. Mozna tutaj
wyr6zni¢ wiele mozliwych modeli, jednak najwigksza popularno$¢ zdobyty dwa
nastepujace:
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1. Model Nelsona-Siegela (Nelson, Siegel 1987), dany wzorem:

1 —exp(-m/ & 1 —exp(-m/
rh =By + fexp| ————— |+ Brexp| ————— —exp(m/&; |+ u,
m =L+ 5 P[ m/3, P exp m/3, p(m/&

gdzie U jest to sktadnik losowy, za§ poszczegdlne parametry majq nastgpujaca

interpretacje:

po — dlugoterminowa stopa procentowa,

P — spread migdzy stopa dtugoterminows a stopg krotkoterminowa,

B, — stopien krzywizny krzywej dochodowosci,

01 — predkosé, z jaka sktadnik krotkoterminowy i $rednioterminowy krzywej
zdazaja do zera.

2. Model Svenssona (Svensson 1994), dany wzorem:

1— exp(-m/§, J . p exp(l — exp(-m/ &

m = By + B ex
m=ho+h p[ m/s, m/s,

- exp(m/5lj +
1 —exp(-m/J

+ 55 exp( vE
1

- exp(m/51J+ u.

W poréwnaniu z modelem Nelsona-Siegela w modelu Svenssona doszly dwa
dodatkowe parametry, ktore pozwalaja na wigksza elastycznos¢ w modelowaniu
krzywej (np. uwzglednienie wigkszej ilosci ,,garbow”).

W klasie modeli dynamiki stép procentowych mozna wyréznié:

— modele ekonometrii finansowej;

— modele drzew dwumianowych z endogenicznie okreslona dynamika stop pro-
centowych;

— modele stochastycznych réwnan rézniczkowych z endogenicznie okre$lona
dynamika stop procentowych;

—  modele drzew dwumianowych, wynikajace z koncepcji arbitrazu;

— modele stochastycznych réwnan ro6zniczkowych, wynikajace z koncepcji arbi-
trazu.

Modele ekonometrii finansowe] sa to znane modele klasy ARIMA-GARCH,
stuzace do modelowania finansowych szeregéw czasowych rozpatrywanych w cza-
sie dyskretnym. W zakresie modelowania poziomu sa to modele warunkowej war-
tosci oczekiwanej ARIMA oraz ich modyfikacje i uogélnienia. W zakresie mode-
lowania zmiennosci sa to modele warunkowej wariancji GARCH oraz ich modyfi-
kacje i uogoélnienia. W tym wypadku modelowana zmienna jest to oczywiscie stopa
procentowa.

Nastegpne dwa rodzaje modeli charakteryzuja si¢ tzw. endogenicznie okreslona
dynamika stop procentowych. Oznacza to, ze jest zadany pewien hipotetyczny
model, za§ jego parametry szacowane sg na podstawie danych empirycznych.
W pierwszej grupie tego typu modeli dynamika stop procentowych opisywana
jest za pomoca drzew dwumianowych. Zaktada sig, ze na koniec kazdego okresu,
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nalezacego do rozpatrywanego przedzialu czasowego, stopa procentowa moze
przyja¢ dwie wartosci (kazda z jednakowym prawdopodobienstwem). Przy rozpa-
trywaniu wielu okresow dynamika stop procentowych moze by¢ w sposob graficz-
ny przedstawiona za pomoca drzewa, co wyjasnia nazwe metody.

W drugiej grupie modeli z endogenicznie okreslona dynamika stop procen-
towych, dynamika ta jest opisana modelem w postaci stochastycznego rownania
rozniczkowego. Opis tego typu modeli zawarty jest w nastgpnym punkcie tego
artykutu.

Z kolei dwa ostatnie rodzaje modeli charakteryzuja si¢ tym, iz wywodza si¢
z koncepcji braku arbitrazu. Koncepcja braku arbitrazu oznacza, iz dokonuje si¢
wyceny instrumentéw finansowych w taki sposob, aby nie byl mozliwy arbitraz,
tzn. strategia, ktora nie wymaga naktadoéw, jest wolna od ryzyka i daje dodatni
przychdd. Przy tym otrzymany model jest zgodny z obserwowanymi rzeczywisty-
mi stopami procentowymi, a nie wynika z endogenicznie okreslonej dynamiki stop.

Roéwniez tutaj mozna wyrézni¢ dwa rodzaje modeli. Pierwszy rodzaj do opisu
dynamiki wykorzystuje drzewa dwumianowe. Z kolei drugi rodzaj wynika ze sto-
chastycznych réwnan rozniczkowych. Modelom tego typu poswigcony jest nastgp-
ny punkt tego artykutu.

Warto na zakonczenie dodaé, ze w przypadku wszystkich powyzej wymienio-
nych modeli na podstawie okreslonej struktury terminowej stop procentowych
mozna dokona¢ wyceny instrumentéw dluznych oraz wyceny instrumentow po-
chodnych na stope procentowa, takich jak: opcje cap, floor, swaption.

3. Modele dynamiki stép procentowych,
wynikajace ze stochastycznych rownan rézniczkowych

Najbardziej zaawansowane modele struktury terminowej to te, w ktorych dy-
namika stop procentowych opisana jest za pomoca stochastycznego réwnania roz-
niczkowego. Sa to zatem modele w czasie ciagtym, inne niz wigkszo$¢ dotychczas
rozpatrywanych modeli, w ktorych czas byt dyskretny.

Na poczatku przedstawimy trzy najczesciej stosowane w finansach typy modeli
zapisanych w postaci stochastycznych réwnan rozniczkowych. Przy tym oprocz
klasycznej postaci modelu podamy rowniez wersje dyskretna, w ktérej zaklada sie,
ze czas moze si¢ zmienia¢ o jednostke. Podstawowe modele sa nastgpujace (dla
uproszczenia nie wprowadza si¢ w oznaczeniach osobnego indeksu dla okresu,
ktérego dotyczy stopa, za$ indeks przy stopie procentowej oznacza dany moment

CZasowy):
1. Geometryczny ruch Browna, dany wzorem:

di = pndt + o dZ; ,

za$ w wersji dyskretnej (po przeksztalceniach):
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= L+ 0R + ot -
2. Proces pierwiastkowy, dany wzorem:
dr = prdt + o/rRdZ; ,

za$ w wersji dyskretnej (po przeksztalceniach):

= L+ 0% + oyl -

3. Proces Ornsteina-Uhlenbecka (charakteryzujacy si¢ wlasciwos$cia powrotu do
sredniej), dany wzorem:

dr = x(6 — r)dt + odZ; ,
za$ w wersji dyskretnej (po przeksztalceniach):
I’t+1 +K6’+(1—K)I’t +O'6't+1.

Jak wynika z ostatniego wzoru, proces Omsteina-Uhlenbecka charakteryzuje si¢
wiasciwoscia powrotu do Sredniej — stopa procentowa w danym momencie jest
skorygowana o sktadnik losowy wazona srednia dwoch wielko$ci: dlugotermino-
wej stopy procentowej oraz stopy procentowej z poprzedniego momentu. Przy tym
waga przyporzadkowana dlugoterminowej stopie procentowej jest interpretowana
jako predkos¢ powrotu do tej sredniej dtugookresowe;.

Powyzej przedstawione modele znalazlty swoje poczesne miejsce w konkret-
nych wersjach modeli stop procentowych z endogenicznie okre§lona dynamika.
Modeli tych jest wiele, a dzieli si¢ je zazwyczaj w zaleznosci od liczby czynnikow,
ktore sa modelowane. W najwczesniej zaproponowanych modelach jednoczynni-
kowych jedynym modelowanym czynnikiem jest tzw. krotkoterminowa stopa pro-
centowa, czyli chwilowa stopa spot. Jesli modelowanych czynnikow jest wigcej,
wowczas pod uwage bierze si¢ na przyklad zmiennos¢ krétkoterminowej stopy
procentowej i $rednia stope dtugookresowa.

Ograniczone tamy tego artykutu nie pozwalaja na szerokie oméwienie modeli
stochastycznych réwnan rézniczkowych z endogenicznie okreslona dynamika stop
procentowych. Przedstawimy jedynie kilka najbardziej popularnych modeli, wska-
zujac na modelowane czynniki.

1. Modele jednoczynnikowe — modelowana jest krotkoterminowa stopa procen-
towa:
— model Vasicka (Vasicek 1977):

dr = x(6 — r)dt + odZ; ,
— model Coxa-Ingersolla-Rossa (Cox, Ingersoll, Ross 1985):

dr =x(6 — r)dt + o4/rdZ; ,
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2.  Modele dwuczynnikowe — modelowana jest krotkoterminowa stopa procento-
wa i zmiennos$¢ tej stopy:
— model Fonga i Vasicka (Fong, Vasicek 1991):

th = }/(19 - Vt)dt + §,¢th22t .

3. Modele trojczynnikowe — modelowana jest krotkoterminowa stopa procento-
wa, zmienno$¢ tej stopy oraz srednia dtugoterminowa:

— model Chena (Chen 1996):

di = &(6 — 1 )dt + v i dZy
dve = (.9 - v )dt + &y dZyy

d6; = p(2 — 6, )dt + /6, dZy,.

Jak wida¢, we wszystkich powyzej przedstawionych modelach rozpatrywane
procesy sa to kombinacje proceséw Ornsteina-Uhlenbecka z procesami pierwiast-
kowymi.

Pewna wada przedstawionych modeli jest jednak to, iz dynamika stop procen-
towych jest okreslana endogenicznie, co oznacza, ze nawet w przypadku wielo-
czynnikowych modeli obecna struktura terminowa stép procentowych, dana
w postaci stop dochodu obligacji, niekoniecznie musi by¢ odzwierciedlona w spo-
sob doktadny.

Z ta niedogodnoscia probuja sobie radzi¢ modele arbitrazowe. Jak juz wskazy-
walismy, sa dwie grupy takich modeli. Jedna grupa wykorzystuje wspomniana juz
koncepcje drzew dwumianowych. Pierwszy i najbardziej znany model tej klasy
zostat zaproponowany przez Ho i Lee (Ho, Lee 1986).

Druga grupa modeli arbitrazowych wykorzystuje stochastyczne rownania r6z-
niczkowe. Pierwszym i najbardziej znanym modelem tej klasy jest model Heatha-
Jarrowa-Mortona (Heath, Jarrow, Morton 1992). W modelu tym przedmiotem zain-
teresowania jest chwilowa stopa terminowa, a zatem tak naprawdg¢ modelowana jest
jednoczesnie cata struktura terminowa stop procentowych. Okazuje si¢ przy tym, ze
wiele modeli powstatych wczesniej moze by¢ potraktowanych jako szczegdlne
przypadki modelu Heatha-Jarrowa-Mortona.

W najbardziej ogoélnej wersji model ten mozna zapisaé nastgpujaco:

drt = u(T)dt + o(t,T)dZ; .
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Jak wida¢, w tym modelu zmiany chwilowej stopy forward sa funkcja chwilo-
wego dryfu i chwilowej zmiennosci tej stopy.

Po powstaniu modelu Heatha-Jarrowa-Mortona powstaly inne bardziej rozwi-
nigte modele. Czgs¢ sposrod nich skonstruowana jest w ten sposob, iz odzwiercie-
dla obserwowane na rynkach finansowych ceny instrumentéw pochodnych na stope
procentows, takich jak cap, floor i swaption. Klasyczne modele tej klasy to te, kto-
rych autorami sa Brace, Gatarek, Musiela (1997) i Jamshidian (1997).

W artykule przedstawiono w sposdb syntetyczny najwazniejsze grupy modeli
struktury stop procentowych. Kazdy z tych modeli musi by¢ w jaki$ sposdb wyzna-
czony, tzn. estymowany i/lub kalibrowany na podstawie danych obecnych i histo-
rycznych. Prowadzi to do konkretnych wyzwan pod adresem ekonometrii. To wia-
$nie ekonometria dostarcza przeciez narzedzi stuzacych do weryfikacji hipotez
stawianych przez teori¢ ekonomii — w tym wypadku modeli stop procentowych
zaproponowanych przez teorig finanséw.

Bibiografia

Brace A., Gatarek D., Musiela M. (1997), The market model of interest rate dynamics,
,Mathematical Finance” 7, s. 127-155

Chen L. (1996), Stochastic mean and stochastic volatility — a three factor model of the
term structure of interest rates and its applications in derivatives pricing and risk
management, ,,Financial Markets, Institutions and Instruments” 5, s. 1-87

Cox J.C., Ingersoll J.E., Ross S.A. (1985), A theory of term structure of interest rates,
,,Econometrica” 53, s. 385407

Fong H.G., Vasicek O.A. (1991), Fixed-income volatility management, , JJournal of
Portfolio Management” 17, s. 41-46

Heath D., Jarrow R.A., Morton A. (1992), Bond pricing and the term structure of inte-
rest rates: a new methodology for contingent claim valuations, ,,Econometrica” 60,
s. 77-105

Ho T.S.Y., Lee S.B. (1986), Term structure movements and pricing interest rate contin-
gent claims, ,,Journal of Finance” 41, s. 1011-1029

Jamshidian F. (1997), LIBOR and swap market models and measures, ,,Finance and
Stochastics” 1, s. 293-330

Kydland F., Prescott E. (1977), Rules rather than discretion: the inconsistency of opti-
mal plans, ,,Journal of Political Economy” 85, s. 473—490

Kydland F., Prescott E. (1982), Time to build and aggregate fluctuations, ,,Econometri-
ca” 50, s. 1345-1377

Martellini L., Priaulet P., Priaulet S. (2003), Fixed-income securities, valuation, risk
management and portfolio strategies, Wiley, Chichester



38 KRZYSZTOF JAJUGA

Nelson C.R., Siegel A.F. (1987), Parsimonious modeling of yield curves, ,,Journal of
Business” 60, s. 473-489

Romer P.M. (1986), Increasing returns and long-run growth, ,,Journal of Political Eco-
nomy” 94, s. 1002-1037

Solow R.M. (1956), A contribution to the theory of economic growth, ,,Quarterly Jour-
nal of Economics” 70, s. 65-94

Svensson L. (1994), Estimating and interpreting forward interest rates: Sweden 1992-
1994, CEPR Discussion Paper 1051

Vasicek O.A. (1977), An equilibrium characterization of the term structure, ,,Journal of
Financial Economics™ 5, s. 177—-188



