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O POMIARZE WZROSTU GOSPODARCZEGO

Behold! I am making all things new!
(Revelation 21.5)

1. Pytanie — czym jest wzrost, rozwdj i postgp — ma dtuga histori¢. Znaczy to, ze
sa r6zne odpowiedzi zalezne od czasu, miejsca i rozwazanego obiektu. Ponadto
zawsze mierzymy w jakiej$ skali. Rodzaj skali okre§la mierzone zjawisko. Aby
mierzy¢ rozwoj, trzeba w pierwszym rzedzie zdefiniowaé to pojecie 1 wprowadzi¢
jednostke postepu. Pojecie wzrostu kojarzy si¢ z porzadkiem. Kazda relacja po-
rzadku ma t¢ wlasno$¢, ze relacja do niej odwrotna jest takze porzadkiem. To co
jest wzrostem w jednej skali, bedzie spadkiem w innej skali. Wzrost kojarzy si¢
z optymalizacja: chcemy mie¢ wigcej, chcemy lepszej jakosci. Juz w samej zasa-
dzie racjonalnego dziatania, a zasada ta jest pochodna ogdlnego prawa rownowagi,
jest ukryte pojecie wzrostu. Funkcje monotoniczne — rosnace i malejace — odgrywa-
ja w nauce wazng rolg z tego powodu, ze uogdlniaja funkcje i operatory liniowe.
Cata teoria uzytecznosci i preferencji zwiazana jest z wyborem, a wybieramy nie
byle jak: zawsze pragniemy najlepszej czastki. Tak wigc teori¢ optymalizacji,
wszystkie metody podejmowania decyzji, mozna obja¢ og6élna nauka o rozwoju
i wzroscie (R.G.D. Allen, 1961; P. Mackowiak, 2004).

2. Od czas6w Smitha znane jest prawo malejacej stopy zysku. Prawo to jest tak-
ze znane w teorii uzytecznosci: kazda nastgpna jednostka dobra ma mniejsza war-
to$¢ niz ta wezesniejsza. Kazde dziecko wie, ze drugie jabtko mniej smakuje niz to
pierwsze. Wzrost wydajnosci pracy jest powodem spadku wartosci kapitatu. Im
wigcej dobra, tym jego cena jest nizsza. Cena kapitatu jest procent, jaki ptacimy za
kredyt. Banki szwajcarskie oferuja bardzo niski procent za ochrong i przechowanie
kapitatu. Istnieje nawet procent ujemny. Jest to optata za ochrong bogactwa. Kazda
instytucja placi procent ujemny od swego majatku firmie ochraniajacej ten majatek.
Kapitat produkcyjny starzeje si¢ moralnie i to zjawisko mozna takze uznaé za
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ujemny procent od kapitatu. Kapitat zachowuje swa warto$¢ jedynie przez odtwa-
rzanie, a powigksza si¢ przez prace.

Prawo malejacej stopy procentowej. Rozwoj ekonomiczny jest rownowazny ze
spadkiem ceny kapitatu.

Pomiar wzrostu gospodarczego mozna na tej zasadzie zredukowa¢ do pomiaru
stopy procentowe;j.

3. Doktor Tadeusz Janaszak wprowadzit oryginalng definicj¢ wzrostu punkto-
wego funkgcji. Jezeli f € F(R, R), czyli gdy funkcja f odwzorowuje liczby rzeczywi-
ste w zbidr liczb rzeczywistych, to méwimy, ze f rosnie w punkcie a € R, gdy istnigje
liczba r > 0 speliajaca warunek: jeslix € [a—r, a],y € [a, a + 1], to f(x) < f(y). Oka-
zuje sig, ze punkt wzrostu lokalnego jest stanem rownowagi idealnej; jest nim rzut
wierzchotka stozka (rys. 2).

Stozek jest powierzchnia rownowagi; jest to rozmaito$¢ algebraiczna wymiaru
dwa i stopnia drugiego, dana — we wspotrzednych jednorodnych — rownaniem:

4 4
ZZ%% =0,
=1

i=1j

gdzie: a; = aj; 0raz x = X1/Xa, Y = Xo/X4, Z = X3/X4, X = (X1, X2, X3, X4) € R* oraz x, # 0.
Stozek jest wigc warstwica specjalnego wielomianu drugiego stopnia zaleznego od
trzech zmiennych (rys. 1). Wiedza o formach kwadratowych, wielomianach jedno-
rodnych stopnia drugiego, znajduje nowe i szerokie pole zastosowan. Dotychczas
gldwna dziedzina, w ktorej robiono najglebszy uzytek z form kwadratowych, byta
teoria wzglednosci Alberta Einsteina; forma kwadratowa jest przeciez kwadratem
odlegtosci w modelu czasoprzestrzennym.

Rys. 1. Stabilnos¢

Druga dziedzing zastosowan form kwadratowych, rownie wazna jak nauka Ein-
steina, jest ekonomia. Chociaz stozek jest powierzchnia algebraiczna — warstwica
wielomianu, to generuje ja linia Srubowa — krzywa przestgpna, niealgebraiczna.
Linie $rubowe, z ktorych utkany jest stozek, sa torami pytkow w krecacym si¢ wi-
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rze powietrznym. Na gieldzie wiruje punkt rownowagi chwilowej; zygzakowate
kursy akcji kojarzono z fraktalami. Wydaje sig, ze pigkna teoria samopodobnych
obiektow ma luzny zwiazek z zachowaniem si¢ gietdy. Owszem, we wzroscie $li-
maka jest uwzglednione samopodobienstwo, jednakowoz istota jest ruch wirowy
i spirala wyznaczona przez powigkszajacy si¢ organizm. Ze sprawozdan gietdo-
wych bardzo dobrze znamy linie poligonalne — wykresy kurséw akcji. Novum jest
w podwyzszaniu wymiaru o jeden: zamiast szeregu (czas, cena) rozpatruje si¢ dwa
szeregi, czyli szereg dwuwymiarowy, (czas, cena, wolumen). Zygzaki te powstaja
z rzutu ortogonalnego linii Srubowej nawinigtej na stozek, gdy rzutnia jest ptasz-
czyzna przechodzaca przez o$ stozka (rys. 2) i rownolegla do uktadu osi (czas,
cena). Jezeli punkt rownowagi chwilowej lezy powyzej osi stozka, wtedy na sprze-
dazy akcji zarabiamy, a gdy ponizej, to zarabiamy na kupnie. Jesli rzutnia jest
plaszczyzna prostopadta do osi stozka, wtedy otrzymujemy spiralg logarytmiczna.

Model ten objasnia, dlaczego liczba ztota y = (\/g —1)/2 jest powszechna w przy-
rodzie; jej podstawa jest prawo Newtona.

roOwnowaga

~Sprzedaz

Rys. 2. Spekulacje

Totalny ruch wirowy w przyrodzie jest rezultatem prawa powszechnej rowno-
wagi. Rownowaga chwilowa, cze$ciowa, zmienia si¢ nieprzerwanie; $wiat na dro-
dze do swego przeznaczenia ciagle si¢ formuje i deformuje. Czy celem bytu — jak
chcial Heraklit — jest ruch wlasnie? Wszystko faluje, drga 1 wiruje, zmiana pociaga
zmiang, nie ma punktu statego: wavza per — wszystko plynie. Wydaje sig, ze ruch
jest jedynym celem natury. Ruch jest wszystkim, cel jest niczym. Jednak ta anarchi-
styczna teza jest wnioskiem bardzo pesymistycznym: antynaukowym i antyreligij-
nym. Wierzcholek stozka, lezacy na osi rownowagi, jest punktem wzrostu wedhug
dr. Janaszaka. W tym punkcie rownowaga idealna pokrywa si¢ z wirujacym na
stozku punktem réwnowagi chwilowej (A. Smoluk, 2003).

4. Niech X oznacza zbior uporzadkowany; funkcja f € F(X, X) nazywa si¢ funk-
cja rosnaca, jezeli spelnia warunek: jesli x <y, to f{x) < f{y). Mowimy, Ze f ma punkt
staly, jezeli w zbiorze X istnieje a takie, ze fla) = a. Zakladamy w dalszym ciagu, ze
X jest zbiorem skonczonym.
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Twierdzenie. Jezeli istnieje sup X lub inf' X, to kazda funkcja rosnqca ma punkt
staly.

Twierdzenie to tatwo si¢ dowodzi; wystarczy zauwazyc, ze kazdy ciag rosnacy
w zbiorze skonczonym musi by¢ od pewnego miejsca staty. Funkcje rosnace be-
dziemy takze nazywa¢ homomorfizmami. Zbioér wszystkich homomorfizmow
oznaczamy symbolem Hom(X). Mowimy, Ze zbior uporzadkowany X ma wtasnos¢
punktu statego, jezeli kazdy homomorfizm ma punkt staty.

Jezeli f jest homomorfizmem, to zbior ¥ = im f nazywa si¢ obrazem homomor-
fizmu £ Obraz homomorfizmu nazywamy niezmienniczym, je§li ma on wtasnos¢
punktu statego, gdy X miat t¢ whasnosc¢ i nie ma wilasnosci punktu statego, gdy X jej
nie miat. Obrazy sa uporzadkowane przez relacje wlozenia. Obraz Y jest mniejszy
Iub réwny od obrazu Z, gdy istnieje rosnacy réznowartosciowy homomorfizm g
wkladajacy Yw Z.

5. Jak scharakteryzowa¢ wszystkie skonczone zbiory uporzadkowane, majace
wlasnos¢ punktu statego? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wprowadzimy na po-
czatek specyficzne zbiory uporzadkowane — zwane koronami. Kazdy skonczony
zbior uporzadkowany ma model w zbiorze liczb naturalnych z relacja podzielnosci
jako porzadkiem (A. Smoluk, 1997). W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do takich
zbiorow.

Definicja. Niech p i g bedq dwiema roznymi liczbami pierwszymi, na przyktad p
=21iq = 3; polézmy z definicji Co= {1} oraz Cp.; = {p""' ", P ¢ k € {0, ..., n}}
dla dowolnej liczby naturalnej n.

Jest to indukcyjna definicja ciagu zbioréw uporzadkowanych zwanych korona-
mi. Tylko korona Cy ma wlasno$¢ punktu stalego; pozostate korony tej wiasnosci
nie maja (rys. 3). Korona C| nie jest zbiorem spojnym — spdjnym w sensie porzad-
kowym.
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Rys. 3. Korony

Podzbioér A zbioru X jest zbiorem niezmienniczym, jezeli istnieje funkcja rosna-
ca f'e Hom(X), ktorej obrazem jest zbior 4, czyli A = f{X), oraz zbiory uporzadko-
wane 4 i X jednoczesnie maja, albo nie maja, wlasnosci punktu stalego. Rodzina
1(X) wszystkich inwariantnych podzbioréw zbioru X jest po pierwsze niepusta: caty
zbior X jest inwariantnym podzbiorem, a po drugie jest uporzadkowana przez rela-
cj¢ wlozenia; inwariantne zbiory izomorficzne utozsamia si¢. W rodzinie /(X) ist-
nieje tylko jeden element minimalny (A. Smoluk, 1997a).
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Uwaga. Zbior X ma wlasnos¢ punktu statego wtedy i tylko wtedy, gdy elemen-
tem minimalnym jest korona C,.

Twierdzenie. Element minimalny jest zawsze pewnq korong.

Dowod tego twierdzenia rozbijemy na kilka krokdéw. Niezmienniczy zbior mi-
nimalny ex definitione nie ma mniejszego obrazu; jezeli wiec 4 jest minimalnym
zbiorem inwariantnym i zbior X nie ma wlasnosci punktu statego, to kazdy mniej-
szy obraz zbioru 4 ma wtasnos¢ punktu statego. Jezeli 4 jest inwariantnym zbiorem
minimalnym oraz funkcja f € M(A) nie ma punktu statego, to fjest automorfizmem.
Zbior A dzieli si¢ na roztaczne orbity O(a) = {f*(a); k € Z}, gdzie a € A. Rodzina
orbit jest zbiorem uporzadkowanym: O(a) < O(b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
x € O(a) takie, ze x <b. Pokazemy, Ze ten porzadek w zbiorze jest liniowy. Przypu-
$¢my przeciwnie, ze istnieja trzy orbity: O(a), O(b) 1 O(c) takie, ze orbity O(a)
1 O(b) sa bezposrednio wigksze od orbity O(c), a migdzy soba nieporownywalne;
wtedy, utozsamiajac orbity O(a) i O(b), otrzymujemy mniejszy zbidr inwariantny,
czyli sprzecznos¢. Oczywiscie kazde dwie orbity sa rownoliczne; w przeciwnym
razie t¢ wigksza mozna by byto $ciagnac, sklejajac jej punkty tak, by stata sig¢ row-
noliczna z ta druga. W wyniku tego otrzymujemy takze mniejszy zbior inwariantny.
Orbita jest zbiorem dwupunktowym; w przeciwnym razie punkty orbity mozna
sklei¢; otrzymamy wtedy mniejszy zbior inwariantny. Przeczy to definicji zbioru 4.
Podane tu argumenty koncza dowod twierdzenia.

Skonczone zbiory uporzadkowane reprezentuja struktury organizacyjne. Reor-
ganizacja i restrukturyzacja zawsze kojarzy si¢ ze wzrostem wydajnosci: przyspie-
sza to rozwdj podobnie jak inwestycje. Przy zachowaniu tych samych funkcji naj-
wydajniejsza jest instytucja o najprostszej strukturze. Modelem struktury hierar-
chicznej jest zbior skierowany w prawo — dla kazdych dwdch pracownikow istnieje
nadzorca, a modelem reorganizacji jest homomorfizm. Mowa tu o specjalnych
reorganizacjach — homomorfizm jest bowiem funkcja rosnaca — przy ktorych struk-
tura hierarchiczna jest zachowana; liczba zatrudnionych moze si¢ zmniejszy¢, ale
zalezno$ci stuzbowe nie ulegaja odwroceniu. Otoz przy takiej reorganizacji zawsze
istnieje przynajmniej jedna osoba, ktéra zachowa swoje poprzednie stanowisko.
Twierdzenie to mozna nazwa¢ zasada stabilno$ci biurokracji.
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